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Рассматривается модель многоуровневой открытой квантовой системы, взаи-
модействующей с невакуумным резервуаром в приближении вращающейся вол-
ны. Получено точное интегральное представление для редуцированной матрицы
плотности системы. Для одинаковых некоррелированных резервуаров в диаго-
нальных состояниях получена первая пертурбативная поправка для такой дина-
мики в пределе Боголюбова– ван Хова. Показано, что после перенормировки на-
чального состояния она полностью описывается в терминах полугруппы конечной
размерности. Предложенный метод может быть также применен к дальнейшим
порядкам теории возмущений с перерастяжкой Боголюбова– ван Хова.

The model of multi-level open quantum system interacting with a non-vacuum
reservoir in the rotating wave approximation is considered. We provide an exact
integral representation for the reduced density matrix of the system. For identical
uncorrelated reservoirs in diagonal states we have obtained the first perturbative
correction for such dynamics in the Bogolubov–van Hove limit. We have shown
that after initial state renormalization it can be completely described in terms of
finite-dimensional semigroup. The method we provide can also be applied to the
further orders of perturbation theory with Bogolubov–van Hove scaling.

PACS: 03.65.Yz; 05.30.−d

ВВЕДЕНИЕ

Поведение открытых квантовых систем на больших временах яв-
ляется особенно важным. Только если временной масштаб динамики
системы отделяется от временного масштаба резервуара, то открытая
система становится физической системой с собственным замкнутым опи-
санием динамики. В противном случае это просто некоторые степени
свободы, формально взятые из общей системы. Поведение на больших
временах тесно связано со стохастическим пределом полной унитарной
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динамики [1], возможностью марковского вложения динамики матрицы
плотности [2], длинновременной марковостью [3–5] матрицы плотности
и многовременных корреляционных функций.

В этой работе мы рассматриваем многоуровневую спин-бозон-подоб-
ную модель с приближением вращающейся волны (RWA) из [6]. В рабо-
те [4] было продемонстрировано длинновременное марковское поведение
этой модели, т. е. марковское поведение матрицы плотности и многовре-
менных корреляционных функций на больших временах с дополнитель-
ной перенормировкой из-за исходного немарковского поведения. Хорошо
известно [1], что это имеет место для модели в пределе Боголюбова– ван
Хова даже без перенормировки. Но в данной работе мы фокусируемся
на первой нетривиальной пертурбативной поправке к этому пределу для
невакуумного и, более того, нефакторизуемого начального состояния
системы и резервуара.

Мы оставляем вывод RWA за рамками нашей работы. Но заме-
тим, что RWA также справедливо в режиме слабой связи и больших
времен [7–10]. Таким образом, наш подход не нарушает область его
применимости.

МНОГОУРОВНЕВАЯ СПИН-БОЗОН-ПОДОБНАЯ МОДЕЛЬ
С RWA

Напомним модель из [6]. Мы рассматриваем гильбертово простран-
ство H ≡ (C ⊕ CN ) ⊗⊗N

j=1 Fb(L2(R)). Пусть |j〉, j = 0, 1, ... ,N — ор-

тонормированный базис в C ⊕ CN , |0〉 интерпретируется как основное
состояние. Fb(L2(R)) — бозонные пространства Фока, описывающие
резервуары. Пусть |Ω〉 — вакуумный вектор для резервуаров. Введем
также операторы рождения и уничтожения, которые удовлетворяют ка-
ноническим коммутационным соотношениям: [bk,i, b

†
k′,j ] = δijδ(k − k′),

[bk,i, bk′,j ] = 0, bk,i|Ω〉 = 0.
Мы рассматриваем гамильтониан системы вида ĤS = 0 ⊕ HS , где

HS — эрмитова матрица N ×N . Гамильтониан резервуара представляет
собой сумму одинаковых гамильтонианов свободных бозонных полей
(с одинаковым дисперсионным соотношением ωk и формфакторами gk),
а гамильтониан взаимодействия имеет RWA-вид

ĤB =
N∑
j=1

∫
ω(k) b†k,j bk,j dk,

ĤI =

N∑
j=1

∫ (
g∗k|0〉〈j| ⊗ b†k,j + gk|j〉〈0| ⊗ bk,j

)
dk.
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Общая динамика системы и резервуаров является унитарной

ρ(t) = e−iĤt ρ(0) eiĤt

с гамильтонианом Ĥ = ĤS ⊗ I + I ⊗ ĤB + ĤI . В отличие от [4, 6], мы
рассматриваем начальное условие вида

ρ(0) =
(
pσ ⊗ |Ω〉〈Ω|+ (1− p)|0〉〈0|⊗

∫
dk dk′�ij(k, k′) b

†
k,i|Ω〉〈Ω| bk′,j

)
, (1)

где σ — матрица плотности и

p ∈ [0, 1],
∫
dk

∫
dk′�ij(k, k′) = 1,

∫
dk

∫
dk′�ij(k, k′) c∗i (k) cj(k

′) � 0.

Отметим, что матрица плотности (1) является нефакторизованной при
p ∈ (0, 1), но она по-прежнему является сепарабельной (несцепленной)
при любом p ∈ [0, 1].

Нас будет интересовать редуцированная динамика многоуровневой
системы в представлении взаимодействия

ρSI(t) ≡ TrB

(
ei(ĤS⊗I+I⊗ĤB)tρ(t) e−i(ĤS⊗I+I⊗ĤB)t

)
.

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ

Поскольку RWA-гамильтониан сохраняет общее число возбуждений,
то уравнение Шредингера в картине взаимодействия имеет решение вида

|Ψ(t)〉 = (ψ0(0) ⊕ |ψ(t)〉)⊗ |Ω〉+
+ |0〉 ⊗

∫
dk ψk,j(t) b

†
k,j |Ω〉, |ψ(t)〉 ∈ CN . (2)

Путем прямого многоуровневого обобщения леммы 1 в [11] и перехо-
да в представление взаимодействия мы получаем следующую лемму.

Лемма 1. Пусть интегралы

G(t) =

∫
dk |gk|2 e−iω(k)t,

fj(t) =

∫
dk gk e

−iω(k)t ψk,j(0)
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сходятся для всех t ∈ R+ и определяют непрерывные функции G(t) и
fj(t). Соберем fj(t) в один вектор |f(t)〉 ∈ CN , 〈j|f(t)〉 = fj(t), тогда
|ψ(t)〉 является решением уравнения

d

dt
|ψ(t)〉 = −i eiHSt|f(t)〉 −

t∫

0

ds G(t− s) eiHS(t−s)|ψ(s)〉. (3)

Используя теорему 2.3.1 из [12], получаем следующую лемму.
Лемма 2. Пусть G(t) — функция экспоненциального типа,

а V (t) — решение задачи типа Коши для интегродифференциального
уравнения

d

dt
V (t) = −

t∫

0

dsG(t− s) eiHS(t−s)V (s), V (0) = I;

тогда решение уравнения (3) имеет вид

|ψ(t)〉 = V (t)|ψ(0)〉 − i

t∫

0

ds V (t− s) eiHSs|f(s)〉.

Редуцированная матрица плотности, соответствующая чистому состо-
янию, определяемому уравнением (2), имеет блочный вид

ρSI(t) =

(
|ψ0(0)|2 + ‖ψ(0)‖2 − ‖ψ(t)‖2 ψ0(0)〈ψ(t)|

ψ∗
0 (0)|ψ(t)〉 |ψ(t)〉〈ψ(t)|

)
.

Разложив произвольное начальное состояние (1) в сумму проекторов на
чистые состояния (2), мы получим следующую теорему.

Теорема 1. Предполагая, что условия лемм 1 и 2 выполнены,
определим

K(s, s′) ≡
∫
dk dk′ �jj′ (k, k′) e−i(ω(k)s−ω(k′)s′) gk g

∗
k′ |j〉〈j′|,

тогда

ρSI(t) =

(
(ρSI(0))00 +Tr((ρSI(0))ee − (ρSI(t))ee) (ρSI(t))0eV

†(t)

V (t)(ρSI(t))e0 (ρSI(t))ee

)
,

(4)
где

(ρSI(t))ee = pV (t)σeeV
†(t)−

− (1− p)

t∫

0

ds

t∫

0

ds′ V (t− s) eiHSsK(s, s′) e−iHSs′V †(t− s′). (5)
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ПОВЕДЕНИЕ НА БОЛЬШИХ ВРЕМЕНАХ
ДЛЯ ИДЕНТИЧНЫХ НЕКОРРЕЛИРОВАННЫХ РЕЗЕРВУАРОВ

В ДИАГОНАЛЬНЫХ СОСТОЯНИЯХ

Теперь предположим, что �jj′ (k, k′) имеет специальный вид

�jj′ (k, k′) = �(k) δjj′ δ(k − k′),

т. е. резервуары некоррелированы и имеют одинаковые начальные состоя-
ния, которые являются диагональными в импульсном базисе. Определим
невакуумную спектральную плотность

J	(ω) ≡
∫
dk δ(ω(k)− ω) �(k)|gk|2,

тогда K(s, s′) становится пропорциональной единичной матрице I:

K(s, s′) =
∫
dω J	(ω) e

−iω(s−s′)I. (6)

Теперь рассмотрим теорию возмущений с перерастяжкой Боголю-
бова – ван Хова gk → λgk (слабая связь) и t → λ−2t (большие вре-
мена) с λ → +0. Отметим, что gk → λgk приводит к перерастяжке
G(t) → λ2G(t) и K(s, s′) → λ2K(s, s′). Если подчеркнуть явную зависи-
мость от λ из-за λgk в уравнении (4) как ρSI(t;λ), то нас интересует
пертурбативное разложение ρSI(λ

−2t;λ), первые члены которого даются
следующей теоремой.

Теорема 2. Пусть условия теоремы 1 выполнены, и пусть
K(s, s′) определено (6) с J	(ω) из пространства Шварца S(R). Пусть
G̃(p) — преобразование Лапласа G(t), а также предположим, что
G̃(−iHS) > 0. Тогда для фиксированного t и λ→ +0 имеем

ρSI(λ
−2t;λ) =

(
(1− Tr ((ρSI(λ

−2t;λ))ee) (ρSI(t))0er
†(λ) eL

†(λ)t

eL(λ)t r(λ)(ρSI (t))e0 (ρSI(λ
−2t;λ))ee

)
+ o(λ2),

(7)

где L(λ) = −G̃(−iHS) + λ2G̃′(−iHS)G̃(−iHS), r = 1− λ2G̃′ (−iHS),

(ρSI(λ
−2t;λ))ee = eL(λ)t(r(λ)(ρSI (0))eer†(λ)−

− (ρSI(+∞))ee) e
L†(λ)t + (ρSI(+∞))ee,

(ρSI(+∞))ee =
2π

L(λ) + L†(λ)
r(λ)×

×
(
J	(HS) + iλ2J ′

	(HS)
L†(λ)− L(λ)

2

)
r†(λ).
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Доказательство. Используя теорему 2 из [4], имеем V (λ−2(t − s);
λ) = eL(λ)t r(λ) + o(λ2).

Из (6) и [13, Theorem 3.1] имеем

eiHSλ−2s 1
λ2
K(λ−2s,λ−2s′) e−iHSλ−2s′ =

= 2π(J	(HS)δ(s− s′)− iλ2J ′
	(HS)δ

′(s− s′)) + o(λ2),

тогда интеграл в (5) после перерастяжки Боголюбова– ван Хова прини-
мает вид

λ2
λ−2t∫

0

ds

λ−2t∫

0

ds′V (λ−2t− s;λ) exp (iHSsK)(s, s′)×

× exp (−iHSs
′)V †(λ−2t− s′;λ) =

t∫

0

ds

t∫

0

ds′V
(
t− s

λ2
;λ
)

×

× exp
(
i
s

λ2
HS

) 1
λ2
K(λ−2s,λ−2s′) exp

(
−i s

′

λ2
HS

)
V †
(
t− s′

λ2
;λ
)

=

= 2π
exp ((L(λ) + L†(λ))t)− 1

L(λ) + L†(λ)
r(λ)

(
J	(HS)+

+ iλ2J ′
	(HS)

L†(λ) − L(λ)

2

)
r†(λ) + o(λ2).

Подставляя его в уравнения (4), (5), получаем уравнение (7).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы рассмотрели поведение модели на больших временах в простей-
шем нетривиальном случае одинаковых некоррелированных резервуаров
в диагональных состояниях. Но заметим, что теорема 1 является более
общей и позволяет рассматривать также коррелированные резервуары
в различных состояниях. Более того, следуя [14], можно обобщить наши
результаты на модель с различными дисперсионными соотношениями
и формфакторами, но с использованием матричнозначной функции G(t).
Поведение таких моделей на больших временах является интересным
направлением для дальнейшего изучения, так как может описывать токи
и потоки через систему между различными резервуарами.

В теореме 2 мы рассмотрели только первую нетривиальную поправ-
ку к пределу Боголюбова– ван Хова. Однако (по аналогии с [3]) при
дополнительных, но все же очень общих, условиях можно получить
аналогичное полугрупповое приближение V (λ−2(t− s);λ) во всех поряд-
ках теории возмущений. Мультипольное разложение интегрального ядра
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также можно провести в любом порядке, следуя [13]. Таким образом,
теорема 2 может быть обобщена на все порядки теории возмущений.

Поскольку теорема 2 обобщает результаты [3, 4] на нефакторизо-
ванные начальные состояния, описывающие пертурбативную динамику
редуцированной матрицы плотности в терминах полугруппы с перенор-
мировкой начальных условий, то ее можно рассматривать как длин-
новременное марковское поведение. Однако остается открытым вопрос:
существуют ли в нашем случае перенормированные аналоги регрессион-
ной формулы для многовременных корреляционных функций? Результа-
ты [3, 4, 14] для вакуумных резервуаров свидетельствуют в пользу того,
что должны быть, если динамика редуцированной матрицы плотности
описывается полугруппой.

Другим направлением дальнейших исследований является рассмот-
рение режимов, в которых долговременная динамика не описывается
полугруппами [2, 3, 15].
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